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Resumen
Encontramos una expresio´n cerrada para las funciones de
correlacio´n del sistema punto cua´ntico modelado como un
a´tomo de cuatro niveles acoplado a un modo de luz con
dos grados de libertad de polarizacio´n, a trave´s de un
ca´lculo basado en la teor´ıa de funciones de Green, como
alternativa del teorema de regresio´n cua´ntico. A partir de
estas funciones encontramos el espectro de emisio´n y con
e´l recuperamos ciertos feno´menos del re´gimen del acople
fuerte y de fotoluminiscencia como el anticruce de los modos
de emisio´n del sistema, y las llamadas transiciones a dos
fotones.
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Abstract
We found a closed expression for the correlation functions
for the solid state system: a quantum dot modeled as
a four-level atom coupled with a light-mode of two
polarization degrees of freedom, through a calculation
based on Greens functions theory, as an alternative from
quantum regression theorem. From these functions we
found the emission spectrum and then we recovered certain
strong coupling and photoluminiscence phenomena like the
anticrossing of the emission modes of the system and the so
called two-photon transitions.
Keywords: Quantum Dot, Microcavity, Jaynes-Cummings model,
Strong Coupling, Biexciton, Green’s function, Emission spectrum.
Introduccio´n
Un punto cua´ntico (QD) en una microcavidad es un importante
sistema del estado so´lido [1, 2] que a lo largo de las u´ltimas dos
de´cadas ha permitido avances en la computacio´n e informacio´n
cua´ntica [3] y el estudio del entrelazamiento en sistemas cua´nticos
abiertos [4], a trave´s de ciertas te´cnicas experimentales que han
facilitado el acople fuerte entre la radiacio´n y la materia [5, 6].
El QD es usualmente considerado como un a´tomo de dos niveles
forzado por un modo de campo electromagne´tico, y el modelo
de Jaynes-Cummings describe la interaccio´n entre estos dos
subsistemas [7]. Cuando el QD es excitado por el campo de la
cavidad, un electro´n de la banda de valencia realiza una transicio´n
a la banda de conduccio´n, forma´ndose una cuasipart´ıcula llamada
excito´n a trave´s de la interaccio´n coulombiana entre el electro´n y el
hueco que deja e´ste en la banda de valencia. El spin del excito´n se
acopla a un modo dado de polarizacio´n de luz de tal manera que en
un QD pueden formarse dos excitones con spin opuesto, los cuales
interaccionan entre s´ı dando lugar a un estado ligado llamado
biexcito´n, el cual tiene propiedades f´ısicas interesantes, entre ellas
la emisio´n de pares de fotones enredados [8] como veremos ma´s
adelante.
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La base en la que escribimos el sistema es
{|Gm1m2〉 , |X1m1 − 1m2〉 , |X2m1m2 − 1〉 , |Bm1 − 1m2 − 1〉},
donde G es el estado base del QD, X1, X2 son los excitones de cada
valor de spin, B es el estado de biexcito´n, y m1,m2 son el nu´mero de
fotones en cada grado de libertad de polarizacio´n. De esta manera,
podemos escribir el hamiltoniano del sistema [9, 10]:
H =ωc(a
†
1a1 + a
†
2a2) + (2ωc + ∆1 + ∆2)|B〉〈B|+ (ωc + ∆1)
× (|X1〉〈X1|+ |X2〉〈X2|) + g(σ1a†1 + σ2a†2 + h.c.) (1)
Aqu´ı, ωc es la energ´ıa de la cavidad, ∆1,∆2 son las desinton´ıas del
excito´n y el biexcito´n con respecto al modo de la cavidad, ai, a
†
i los
operadores boso´nicos de aniquilacio´n y creacio´n de part´ıculas del
i-e´simo modo de luz, y g la constante de acople radiacio´n-materia.
σ1 = |G〉 〈X1| + |X2〉 〈B| , σ2 = |G〉 〈X2| + |X1〉 〈B| son operadores
de escalera fermio´nicos. El contacto de este sistema con el ambiente
proporciona una cantidad infinita de grados de libertad, y al realizar
una traza parcial sobre ellos, puede obtenerse la dina´mica de la
matriz densidad regida por la ecuacio´n maestra [4, 11]:
∂ρ
∂t
= i[ρ,H] +
κ
2
(La1(ρ) + La2(ρ)) +
P
2
(Lσ†1(ρ) + Lσ†2(ρ)), (2)
donde se han supuesto los procesos disipativos de fuga κ de fotones
de la cavidad y bombeo incoherente de excitones P , y se han
introducido los superoperadores de Lindblad Lc(ρ) = 2cρc† −
{ρ, c†c}.
Escalera de estados y emisio´n de dos fotones
De acuerdo a su energ´ıa, los estados del sistema pueden arreglarse
de la manera mostrada en la Fig. 1. Los procesos disipativos como
κ llevan un estado de n + 1 fotones a un estado de n fotones,
mientras que las l´ıneas correspondientes al proceso P llevan el
estado base al estado Xi, y lleva estos estados al biexcito´n.
Segu´n la configuracio´n de las desinton´ıas, pueden presentarse los
llamados feno´menos de emisio´n de un so´lo foton o emisio´n de pares
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Figura 1. (Figura a color) Escalera de estados desde el estado base |G00〉
hasta el estado de biexcito´n |B00〉. Con l´ıneas rojas so´lidas simbolizamos los
procesos g que preservan el nu´mero de excitaciones en el sistema, y con l´ıneas
discontinuas azules (ver figura izquierda) simbolizamos los procesos de pe´rdida
de fotones κ. Con l´ınea discontinua naranja (parte derecha) simbolizamos los
procesos de bombeo incoherente de excitaciones en la materia
Figura 2. (Figura a color) Escalera de estados con las diferentes transiciones
involucradas en la dina´mica del sistema. A la izquierda, los procesos de emisio´n
de un so´lo foto´n para ∆1 = 0, y a la derecha el proceso de emisio´n de dos fotones
para ∆2 = −∆1
de fotones enredados. Por ejemplo, si ∆1 = 0 (ver Fig. 2, izq.),
entonces el excito´n entra en resonancia con la cavidad, facilitando
las transiciones B00→ X101 y X100→ G10 mediadas por g, y los
fotones pueden ser emitidos a trave´s del decaimiento κ. Como estos
procesos en general no suceden de manera simulta´nea, entonces
decimos que en cada decaimiento hay emisio´n de de un so´lo foto´n.
Por otro lado, si ∆2 = −∆1 (ver Fig. 2, der.), entonces la energ´ıa
del biexcito´n entra en resonancia con el doble de la energ´ıa de un
foto´n de la cavidad, favoreciendo entonces la transicio´n B00→ G11
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tambie´n mediada por g, y luego un doble decaimiento de fotones
de la cavidad hasta el estado base. Este proceso no se puede
descomponer en otros ma´s simples [8, 9], y produce pares de fotones
altamente correlacionados, razo´n por la cual a este proceso se le
conoce como emisio´n de dos fotones.
El espectro de emisio´n
El espectro de emisio´n se define segu´n el teorema de
Wiener-Khintchine [12] como la transformada de Fourier
S(ω) =R
∫ +∞
−∞
dτeiωτ (K1(τ) +K2(τ))
=R
∫ +∞
−∞
dτeiωτ (
〈
a†1(τ)a1(0)
〉
+
〈
a†2(τ)a2(0)
〉
), (3)
donde K1(τ), K2(τ) son las funciones de correlacio´n (o funciones de
Green) para cada modo de polarizacio´n. Usualmente se emplea el
teorema de regresio´n cua´ntico (QRT) para encontrar la evolucio´n
temporal de dichas funciones [7, 13], primero encontrando un
conjunto de operadores que cierran el sistema que describe la
dina´mica de 〈ai(t)〉, y luego asociar esa misma dina´mica a〈
a†i (τ)ai(0)
〉
pero con unas condiciones iniciales muy espec´ıficas.
Este procedimiento se convierte en una tarea complicada a medida
que el nu´mero de grados de libertad aumenta, razo´n por la cual
implementamos la teor´ıa de funciones de Green para obtener
las funciones de correlacio´n [14], las cuales calculamos segu´n la
definicio´n formal de valor esperado:
K1(τ) =
〈
a†1(t+ τ)a1
〉
= TrS⊗R[χ(0)U †(τ)a
†
1U(τ)a1], (4)
es decir, a trave´s de la traza sobre los estados del sistema
S ma´s el reservorio R, en te´rminos del operador unitario de
evolucio´n temporal U(τ) y la matriz densidad total χ(0) en el
estado estacionario. Asumimos que en dicho estado estacionario,
la matriz densidad puede factorizarse de la forma χ(0) = R0⊗ρ(0),
donde R0, ρ(0) son las matrices densidad reducidas del R y S
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respectivamente. Adicionalmente asumimos que ρ(0) tiene forma
diagonal; esto se justifica debido a que las coherencias de la matriz
densidad reducida de S decaen al entrar en contacto con un
reservorio y desaparecen en el estado estacionario. Teniendo en
cuenta las anteriores suposiciones, podemos llegar a una expresio´n
para la funcio´n de correlacio´n (aqu´ı presentamos so´lo para el modo
1):
K1(τ) =
B∑
α=G
∞∑
l1,l2=0
√
l1 + 1 〈αl1l2|G1(τ) |αl1 + 1l2〉 , (5)
La cual puede entenderse como una suma ponderada sobre los
elementos del operador funcio´n de Green, cuya forma expl´ıcita se
encuentra en el Anexo 1. Este operador consta de diecise´is te´rminos
conformados por un producto externo que lleva de una variedad de
excitacio´n a la anterior, multiplicado por un te´rmino diagonal de la
matriz densidad reducida ρ(0), el cual actu´a como condicio´n inicial
al hacer τ = 0 en los operadores unitarios (en el estado estacionario
se asume que ρ ha evolucionado desde τ = −∞ hasta τ = 0). Como
los operadores de evolucio´n temporal entran de la misma forma en
(5) que en la matriz densidad:
ρ(t) = TrR{U(t)χU †(t)} (6)
entonces podemos asociar las componentes del operador funcio´n
de Green con los elementos de ρ(τ), de esta manera, tenemos
que la dina´mica del operador de Green tambie´n se rige por la
ecuacio´n maestra, completando nuestra descripcio´n de las funciones
de correlacio´n. El conjunto de estas forma un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales, el cual se puede resolver a trave´s de una
transformada de Laplace con argumento imaginario, obteniendo
directamente el espectro de emisio´n.
Resultados y discusio´n
En el re´gimen de acople fuerte aparecen feno´menos como el
antricuce de modos de emisio´n [15], al variar el para´metro de
desinton´ıa ∆2 manteniendo constantes los dema´s para´metros
del sistema, y de esta manera, extraer conclusiones f´ısicas del
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comportamiento de los modos y de sus respectivas intensidades.
Partiendo de los para´metros ωc/g = 1000, g = 1, κ/g = 0,02, P/g =
0,04,∆1/g = 5, mostramos el anticruce de los modos foto´nico,
excito´nico y biexcito´nico en la Fig. 3. Inicialmente el modo
biexcito´nico se ubica en ∆2 = −10 y luego, al aproximarse a
∆2 = −∆1 vemos que la intensidad de dicho modo desaparece,
mientras que el modo de dos fotones (2ph) aumenta de intensidad
y se sintoniza con la frecuencia de la cavidad ωc: de esta manera se
estimula la emisio´n de pares de fotones enredados.
Cuando ∆2 se aproxima a 0, podemos observar anticruce entre
los modos del excito´n y de la cavidad. El anticruce es una
manifestacio´n del entrelazamiento entre la radiacio´n y la materia,
en donde los dos modos se repelen al acercarse a la resonancia,
y luego de haber ocurrido la resonancia, el modo de materia
adquiere comportamiento de luz mientras que el modo de luz
asume comportamiento de materia. Ahora, el correspondiente
modo biexcito´nico se aproxima con ∆2 = 5 al modo del excito´n, y
aqu´ı encontramos un cruce entre estos.
Figura 3. (Color) Secuencia de espectros en funcio´n del para´metro ∆2/g,
donde se puede apreciar el anticruce de los modos de emisio´n, y el
comportamiento en la intensidad de los mismos.
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Figura 4. (Color) A la izquierda, secuencia de espectros en escala logar´ıtmica
para diferentes valores de P/g. A la derecha, comportamiento en escala
logar´ıtmica de la intensidad de los modos de biexcito´n, dos fotones, cavidad
y excito´n en funcio´n de P/g.
Ahora, podemos variar otro para´metro controlable del sistema:
la potencia del bombeo de excitones P . Con esto, usualmente se
puede diferenciar el modo excito´nico del biexcito´nico, ya que el
comportamiento de la intensidad de la emisio´n biexcito´nica en
funcio´n P , es proporcional al cuadrado de la excito´nica [16], en
el conocido re´gimen de fotoluminiscencia (PL), ver Fig. 4. Aqu´ı,
se fija el valor de ∆2/g = −7, con los para´metros del sistema
anteriormente mencionados.
Conclusiones
Analizamos la emisio´n de un punto cua´ntico en una microcavidad
en el re´gimen de formacio´n de biexcitones a trave´s del formalismo
de las funciones de Green. Las expresiones para el operador de
Green y las funciones de correlacio´n se obtuvieron en te´rminos de
las componentes no diagonales de la matriz densidad, en una forma
apropiada para realizar ca´lculos nume´ricos, y para un truncamiento
arbitrario en la variedad de excitacio´n. Resultados importantes,
como la emisio´n de dos fotones y el crecimiento de las intensidades
de los modos de excito´n y biexcito´n se recuperan en este ca´lculo,
mostrando concordar con la teor´ıa, y ser un tratamiento equivalente
al teorema de regresio´n cua´ntico para la produccio´n teo´rica de
espectros de emisio´n.
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Anexo 1
En este anexo escribimos de manera expl´ıcita el operador funcio´n
de Green para el primer modo de polarizacio´n:
G1(τ) = TrR{U(τ)R0[
√
m1 + 1 |Gm1m2〉 〈Gm1 + 1m2| ρGm1+1m2,Gm1+1m2+√
m1 + 1 |Gm1m2〉 〈X1m1m2| ρGm1+1m2,X1m1m2+√
m1 + 1 |Gm1m2〉 〈X2m1 + 1m2 − 1| ρGm1+1m2,X2m1+1m2−1+√
m1 + 1 |Gm1m2〉 〈Bm1m2 − 1| ρGm1+1m2,Bm1m2−1+√
m1 |X1m1 − 1m2〉 〈Gm1 + 1m2| ρX1m1m2,Gm1+1m2+√
m1 |X1m1 − 1m2〉 〈X1m1m2| ρX1m1m2,X1m1m2+√
m1 |X1m1 − 1m2〉 〈X2m1 + 1m2 − 1| ρX1m1m2,X2m1+1m2−1+√
m1 |X1m1 − 1m2〉 〈Bm1m2 − 1| ρX1m1m2,Bm1m2−1+√
m1 + 1 |X2m1m2 − 1〉 〈Gm1 + 1m2| ρX2m1+1m2−1,Gm1+1m2+√
m1 + 1 |X2m1m2 − 1〉 〈X1m1m2| ρX2m1+1m2−1,X1m1m2+√
m1 + 1 |X2m1m2 − 1〉 〈X2m1 + 1m2 − 1| ρX2m1+1m2−1,X2m1+1m2−1+√
m1 + 1 |X2m1m2 − 1〉 〈Bm1m2 − 1| ρX2m1+1m2−1,Bm1m2−1+√
m1 |Bm1 − 1m2 − 1〉 〈Gm1 + 1m2| ρBm1m2−1,Gm1+1m2+√
m1 |Bm1 − 1m2 − 1〉 〈X1m1m2| ρBm1m2−1,X1m1m2+√
m1 |Bm1 − 1m2 − 1〉 〈X2m1 + 1m2 − 1| ρBm1m2−1,X2m1+1m2−1+
√
m1 |Bm1 − 1m2 − 1〉 〈Bm1m2 − 1| ρBm1m2−1,Bm1m2−1]U
†
(τ)}
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